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Fa dos cursos va néixer la col·lecció Problemes Clau de Disseny d’Experiments 
i Anàlisi de Dades dirigida als estudiants de Biologia. Ara apareix el tercer títol 
relatiu als dissenys de factors aleatoris, jerarquitzats, 2K, quadrats llatins, 
mesures repetides, etc. 
 
Aquest manual, com els dos anteriors, conté problemes resolts que pretenen 
d’ajudar l’alumnat en la consolidació dels coneixements necessaris sobre la 
matèria. 
 
Una vegada més, vull agrair a tots els meus alumnes de DEAD el seu treball i 
els seus comentaris, sense els quals no hauria estat possible l’elaboració 
d’aquesta col·lecció de problemes. 
 
 
C. Arenas 
Professora titular del Departament d’Estadística de la UB 
 Problema 
 
En un laboratori es vol fer un experiment per provar l’eficàcia d’un 
fàrmac sobre un grup de conills, que serveix per engreixar-los. Per això, 
abans se’n fa un estudi amb la intenció de verificar si la mostra de 
conills que utilitzarem serà prou homogènia (pel que fa al pes) i si els 
operaris triats seran adients per obtenir uns resultats fiables. S’agafen, 
doncs, cinc conills de l’estabulari i tres operaris del laboratori. Cada 
operari fa dues pesades de cada conill. Les dades estan recollides en la 
taula següent (el pes es dóna en grams). Es demana:  
- L’interval de confiança al 95 % en la condició en què el pes dels conills 
és màxim. 
- La probabilitat que en aquesta mateixa condició el pes sigui superior a 
2950 g. 
Suposeu homogeneïtat i normalitat. 
 
PES CONILL OPERARI  PES CONILL OPERARI 
2995 1 1  3100 4 2 
3010 1 1  2987 4 2 
2950 1 2  3000 4 3 
3000 1 2  2990 4 3 
2969 1 3  2495 5 1 
2970 1 3  2500 5 1 
2500 2 1  2450 5 2 
2499 2 1  2440 5 2 
2602 2 2  2510 5 3 
2412 2 2  2505 5 3 
2555 2 3     
2500 2 3     
2864 3 1     
2841 3 1     
2841 3 2     
2820 3 2     
2790 3 3     
2799 3 3     
3110 4 1     
3090 4 1     
 
 
 
 
 Objectiu  
 
Veure si hi ha homogeneïtat entre el pes dels conills i entre operaris. 
 
Variable observable: Pes dels conills 
Factors: dos factors 
   factor conill, aleatori amb cinc nivells 
   factor operari, aleatori amb tres nivells. 
              Són encreuats.  
 
Hi ha dues rèpliques per condició experimental. 
 
Model matemàtic 
 
Pes = mitjana general + efecte conill + efecte operari + interacció + residus 
 
ijkijjiijk eABBAy ++++= )(µ  
 
A és variable aleatòria, ),0( AN σ  
B és variable aleatòria, ),0( BN σ  
AB és variable aleatòria, ),0( ABN σ  
Els residus són variables aleatòries independents, ),0( σN  amb homogeneïtat de 
variàncies. 
 
Hipòtesis per contrastar 
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Taula ANOVA: caldrà vigilar com construïm el quocient F. 
 
 5 3 2 
 aleatori aleatori aleatori 
 i j k 
iA  1 3 2 
jB  5 1 2 
ijAB)(  1 1 2 
ijke  1 1 1 
 Sumes de quadrats mitjans teòrics: 
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Per tant, 
 
Anàlisi de la variància per al pes – Sumes de quadrats de tipus III  
-------------------------------------------------------------------------------------------- 
Font              Suma de quadrats   GL  Mitjana quadràtica F-ràtio    p-value 
-------------------------------------------------------------------------------------------- 
EFECTES PRINCIPALS 
 A: conill                  1,64134E6      4       410335,0        223,32(1)  0,0000 
 B: operari                    6375,2        2         3187,6          1,73(1)      0,2367 
 
INTERACCIONS 
 AB                           14699,5          8        1837,43          0,98(0)     0,4882 
 
RESIDUS                28161,0        15         1877,4 
------------------------------------------------------------------------------------------- 
TOTAL                  1.69058E6     29 
------------------------------------------------------------------------------------------- 
F-ràtios basats en: 
   (0) Residus 
   (1) AB   
 
És a dir: 
 
Hi ha diferències significatives entre conills. 
No hi ha diferències significatives entre operaris. 
No hi ha interacció significativa. 
 
Càlcul dels components de la variància: 
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Per tant: 
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Aleshores, el percentatge explicat per a cada un d’aquests components de la variància 
és: 
 
%64,2%
%90,0%
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Busquem ara l’interval de confiança al 95 % en la condició en què el pes dels conills és 
màxim. 
 
El model matemàtic és: 
ijkijjiijk eABBAy ++++= )(µ ;  
per tant, com que tots els factors són aleatoris,  
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L’interval de confiança al 95 % ve donat per 29,266*96,1±µ . Així doncs, 
 
[2769,8 – 1,96 * 266,29; 2769,8 + 1,96 * 266,29]. 
 
 
La probabilitat que el pes en aquesta condició sigui superior a 2950 serà: 
 
54,046,01)6767,0)1,0((1)6767,0)1,0(()2950)29,266;8,2769(( =−=<−=>=> NPNPNP
 
 Problema 
 
En una empresa on fabriquen cotxes hi ha dues màquines que 
produeixen  unes peces especials per al motor. L’empresari observa que 
el nombre de peces produïdes al dia no és sempre constant. Per això 
decideix estudiar si és degut a la màquina o bé als operaris que 
treballen amb aquesta màquina. Cada màquina és utilitzada per quatre 
operaris al dia. Les dades que l’empresari recull són el nombre de peces 
que cada operari fa al llarg del dia, dels cinc dies d’una setmana. Els 
resultats són els següents: 
 
  MÀQUINA I    
OPERARIS DILLUNS DIMARTS DIMECRES DIJOUS DIVENDRES 
A 15 18 17 20 12 
B 12 16 14 18 11 
C 14 17 18 16 13 
D 19 16 21 23 18 
 
 
   MÀQUINA II    
OPERARIS DILLUNS DIMARTS DIMECRES DIJOUS DIVENDRES 
A 14 16 18 17 15 
B 11 15 12 16 12 
C 12 14 16 14 11 
D 17 15 18 20 17 
 
Escriviu el disseny experimental utilitzat. Estudieu els components de la 
variància. Comproveu la normalitat dels residus. Suposeu homogeneïtat 
de variàncies. 
* Les dades d’aquest problema s’han extret del llibre: Murray R. SPIEGEL, 
Estadística. 2a edició. McGraw-Hill. Problema 16.37 (1991).  
 
 
 
 
 
 
 
 Objectiu  
 
El nombre de peces produïdes depenen de la màquina o de l’operari que les ha fet? 
 
Variable observable: Nombre de peces produïdes. 
 
Hi ha dos factors:   
— màquina, amb dos nivells (màquina I; màquina II), fix; 
— operari (jerarquitzat a màquina), amb quatre nivells (operari A; B; C; D), aleatori.                                  
Els cinc dies de la setmana són les rèpliques, r = 5. 
 
Per tant, estem davant d’un model de dos factors jerarquitzats, un de fix i un d’aleatori. 
 
Model matemàtic 
 
Peces produïdes =  mitjana general + efecte màquina + efecte operari (màquina) + 
residus 
ijkijiijk eBy +++= )(αµ , 
on B és variable aleatòria amb distribució, A és variable aleatòria, ),0( )( ABN σ ; els 
residus són variables aleatòries independents ),0( σN  amb homogeneïtat de variàncies. 
 
Comprovació de la normalitat dels residus 
 
Test de la normalitat: 
H0: sí que hi ha normalitat                  
H1: no hi ha normalitat             
 
Valor de l’estadístic 2χ  = 16,95   amb p-valor = 0,2888. 
Com que 0,2888 > 0,05, rebutgem H1. Per tant, amb un nivell de significació del 5 % 
podem acceptar que sí que hi ha normalitat. 
 
Hipòtesis per provar 
 
H0: α1= α2= 0 
H1: alguna igualtat és falsa 
    
H0: σ2 B(A)  = 0 
H1: la igualtat és falsa          
 
Calcularem la taula ANOVA com si els dos factors estiguessin encreuats i amb 
interacció i després construirem la taula ANOVA per a factors jerarquitzats: 
 
 
  Font                                   SQ              GL           MQ     
  -------------------------------------------------------------------- 
   A: màquina                       19,6              1           19,6                      
   B: operari                        129,8             3           43,2667                
    AB                                       5,4             3             1,8                       
   RESIDUS                       173,6            32            5,425 
  ------------------------------------------------------------------------------------------------------ 
  TOTAL                           328,4       39 
 
Reescrivim la taula ANOVA tenint present que hi ha el factor operari jerarquitzat a 
màquina 
 
  Font                                 SQ                                               GL         MQ     
  ------------------------------------------------------------------------------------------ 
A: màquina                      19,6                                                1            19,6                   
B: operari                       129,8 + 5,4 = 135,2            3 + 3 = 6           22,533              
RESIDUS                       173,6                                             32          5,425 
---------------------------------------------------------------------------------------------- 
TOTAL                         328,4             39 
  
Per saber el quocient de les F (estadístic) construïm la taula: 
 2 4 5 
 fix aleatori aleatori 
 i j k 
iα  0 4 5 
)(ijB  0 1 5 
ijke  1 1 1 
 
Ara calculem els quadrats mitjans teòrics: 
σ2r + 5 σ2 B(A)  + 20 1/ˆ 2∑ iα   
σ2r + 5 σ2 B(A)     
σ2r 
A partir d’aquí, obtenim 
FA= SQA/ SQ B(A) = 0,87 
F B(A) = SQ B(A) / SQr = 4,153. 
 
 Per tant, com que F1,6 = 5,99, rebutgem H1; amb un nivell de significació del 5 % es pot 
afirmar que entre màquines no hi ha diferències significatives. Com que F6,32 = 2,41, 
rebutgem H0; per tant, amb un nivell de significació del 5 % es pot afirmar que entre  
màquines sí que hi ha diferències significatives. 
 
Estimació dels components de la variància: 
 
σ2r = MQr                                     σ2r = 5,425 
σ2r + 5 σ2 B(A) = MQ B(A)                       σ2 B(A) = (22,533 – 5,425) / 5 = 3,422 
 
σ2mesura = σ2 B(A)  + σ2r  
σ2mesura = 3,422 + 5,425 = 8,846 
σmesura = 846,8  = 2,974 
 
Percentatge de cada component:  
Residus --- 61,32 %  
Operaris --- 38,68 % 
 
Per tant, el factor màquina no influeix en el nombre de peces que es fabriquen, en canvi, 
els operaris sí que hi influeixen en un 38,68 % i la resta de la variància que es produeix 
és deguda als residus. El 61, 32 % degut als residus vol dir que probablement hi ha un 
altre factor que influeix en la producció, o bé que les dades recollides no són suficients. 
 
 Problema 
 
Tots coneixem el que és una micoriza i els beneficis que treu la planta 
d’aquest tipus de simbiosi amb el fong. Però, hi ha diferències en la 
producció dels arbres depenent del tipus de fong amb el qual es faci la 
micoriza?  
 
Per estudiar-ho hem disposat de diverses plantacions de vuit varietats 
de Pyrus malus (pomera), cada una de les quals només pot fer micoriza 
amb un tipus de fong determinat. Tenim l’avantatge que alguns fongs 
(com els que hem estudiat) poden fer micoriza amb dos tipus de 
pomera, així que podrem estudiar també si la varietat de la pomera 
influeix en la producció. A més a més, la pomera és un arbre que tant 
pot viure en sòls calcaris com en sòls silícics (depenent de la varietat), 
per la qual cosa també es podrà comprovar si el sòl és un factor que faci 
variar-ne la producció.  
 
En resum, tenim vuit tipus de pomera, cada una de les quals fa micoriza 
amb un tipus de fong determinat. Aquests fongs, però, no són exclusius 
d’una pomera, i diferents varietats de Pyrus poden compartir el mateix 
fong exclusiu. D’altra banda, tenim quatre varietats de fong, on cada 
una  farà micoriza amb dos tipus de pomera. I, finalment, tenim els dos 
tipus de sòl, el calcari (on viu el fong micorízic Amanita) i el silícic (on 
viu el gènere Lactarius). 
 
Sòl silícic Lactarius deliciosus P. m. sinensis 79, 103, 91, 87,105 
    P. m. catalaunicus 100, 90, 81, 87, 75 
  Lactarius sanguifluusP. m. mediterraniensis98, 92, 101, 72, 79 
    P. m. pirenaica 112, 71, 73, 82, 91 
Sòl calcari Amanita citrina P. m. dulcis 110, 91, 89, 107, 82 
    P. m. citrumorfis 92, 95, 100, 71, 88 
  Amanita muscaria P. m. rangiformis 142, 125, 160, 139, 132 
    P. m. islandica 131, 119, 121, 135, 159 
Si trobeu diferències entre les diferents micorizes, què faríeu per  
determinar on són aquestes diferències? 
 
  
Objectiu  
 
Estudiar com afecten la producció de la pomera (Pyrus malus) les diferències en el tipus 
de sòl, el tipus de micoriza i la varietat. 
 
Variable observable  
 
Producció (en tones/any) 
 
Factors:  
A: tipus de sòl, amb dos nivells, el calcari i el silícic.  
B: tipus de fong, amb quatre nivells, jerarquitzat al tipus de sòl. Aquests nivells 
 són: Lactarius deliciosus, Lactarius sanguifluus (en el sòl silícic), Amanita 
 citrina i Amanita muscaria (en el sòl calcari).  
C: varietat de pomera, amb vuit nivells, jerarquitzat al tipus de fong., P. m. 
 sinensis i P. m. catalanicus (associats al fong Lactarius sanguifluus), P. m. 
 mediterraniensis i P. m. pirenaica (al fong L. Deliciosus), P. m. dulcis, P. m. 
 citrumorfis (amb Amanita citrina) i P. m. rangiformis i P. m. islandica (amb A. 
 muscaria). 
 
De cada condició experimental se n’han cultivat cinc plantacions, és a dir, se n’ha fet 
cinc rèpliques.  
 
Model matemàtic   
 
Producció = mitjana general + efecte del sòl + efecte del fong + efecte de la varietat + 
residus 
 
ijklijikijiijkl ey ++++= ))(()( γβαµ  (és un disseny amb tres factors jerarquitzats). 
 
Els residus són variables aleatòries independents i segueixen una normal de mitjana 0 i 
homogeneïtat de variàncies. 
 
Mirem si hi ha diferències en la producció segons el tipus de condició experimental en  
què es trobi la plantació. Així, hem elaborat la taula ANOVA: per això primer es busca 
la taula ANOVA associada a un disseny de tres factors amb interaccions dos a dos i tres 
a tres. 
 
Var SQ GL 
A: sòl SQA a –1 
B: fong SQB b –1 
C: varietat SQC c –1 
AB SQAB (a – 1)(b – 1) 
AC SQAC (a – 1)(c – 1) 
BC SQBC (b – 1)(c – 1) 
ABC SQABC (a – 1)(b – 1)(c – 1)
Residus SQR abc(r – 1) 
Total SQT n –1 
  
Ara se sumen les parts corresponents: 
 
Var SQ GL 
A: sòl SQA a – 1 
B(A): fong SQB + SQAB  b – 1 + (a – 1)(b – 1) 
C(B(A)): varietat 
SQC + SQAC+ 
SQBC+ SQABC 
c – 1 + (a – 1)(c – 1) +  
(b – 1)(c – 1) + (a – 1)(b – 
1)(c – 1) 
Residus SQR abc(r–1) 
Total SQT n–1 
 
Per tant, la taula corresponent al disseny jerarquitzat serà: 
 
Var SQ            GL    MQ F 
A: sòl 6734,02 1 6734,02 40,17
B(A): fong 9628,64 2 4814,32 28,72
C(B(A)):varietat 337,1 4 84,275 0,5
Residus 5364 32 167,625   
Total 22063,8 39     
 
 
Hipòtesis per provar 
 
a) H0: α1 = α2 = 0  
     H1: alguna igualtat és falsa 
 
Com que F (1, 32) = 4,15 < 40,17, rebutgem H0. Hi ha diferències significatives entre 
els dos sòls. 
 
b) H0: β1 = β2 = β3 = β4 = 0  
     H1: alguna igualtat és falsa 
 
Com que F (2, 32) = 3,30 < 28,72, rebutgem H0. Hi ha diferències significatives entre el 
tipus de fong amb què es fa la micoriza. 
 
c) H0: γ1 = γ2 = γ3 = γ4 = γ5 = γ6 = γ7 = γ8 = 0 
     H11: alguna igualtat és falsa 
 
Com que F (4, 32) = 2,67 > 0,5, rebutgem H1. No hi ha diferències en la producció 
degudes a la varietat de pomera. 
 
 
Les diferències entre els tipus de sòl queden clares, perquè només hi ha dues varietats, 
el calcari i el silícic. D’aquestes dues, el sòl calcari és el que dóna millor producció.  
Però les diferències que hi ha entre les diferents micorizes no es poden calcular amb 
factors jerarquitzats. Així doncs, seguint amb la tònica de les micorizes, s’ha decidit fer 
un altre experiment. Per comprovar si realment les micorizes n’afavoreixen la 
producció, es va agafar una altra espècie de Pyrus, Pyrus communis (la perera), i es va 
 practicar un disseny d’un sol factor, el tipus de fong micorízic, per veure quines eren les 
diferències de producció. La perera és un arbre que pot fer micoriza amb tots els fongs 
que hem estudiat a l’apartat anterior i que tant pot viure en sòl silícic com calcari. S’han 
disposat  cinc plantacions per a cada condició experimental. 
 
 
 
Amanita muscaria 189, 176, 195, 200, 190
Amanita citrina 130, 125, 127, 141, 150
Lactarius deliciosus 129, 133, 134, 147, 127
Lactarius sanguifluus 131, 137, 135, 119, 153
Sense micoriza 110, 100, 98, 89, 91 
 
 
Objectiu  
 
Veure si hi ha diferències en la producció de la perera segons el tipus de micoriza amb 
la qual fa simbiosi, o sense micoriza. 
 
Variable observable  
 
Y = producció de la perera (tones/any) 
 
Factors   
 
Tipus de fong, amb cinc nivells: sense fong, Amanita muscaria, A. citrina, Lactarius 
deliciosus i L. sanguifluus. Cinc rèpliques per cada condició experimental. 
 
 
Model matemàtic 
 
Producció = mitjana general + efecte del fong + residus  
 
ijiij ey ++= αµ  
 
 
Hipòtesis per provar 
 
H0: α1 = α2 = α3 = α4  = α5 = 0  
H1: alguna igualtat és falsa 
 
Taula ANOVA 
 
                            Análisis de la Varianza
------------------------------------------------------------------------------
Fuente             Sumas de cuad.     Gl  Cuadrado Medio  Cociente-F   P-Valor
------------------------------------------------------------------------------
Entre grupos              21862,2      4      5465,54      57,76       0,0000
Intra grupos               1892,4     20        94,62
------------------------------------------------------------------------------
Total (Corr.)             23754,6     24  
  
Amb una probabilitat del 0,05 —el p-valor 0,000 < 0,05—, rebutgem H0. Per tant, 
s’accepta que hi ha diferències en la producció depenent del tipus de fong amb què es 
faci la micoriza.  
 
Farem ara el contrast múltiple de rangs pel mètode LSD. 
 
Método: 95,0 porcentaje LSD
Micorriza      Frec.     Media             Grupos homogéneos
--------------------------------------------------------------------------------
5              5         97,6              X  
3              5         134,0              X 
2              5         134,6              X 
4              5         135,0              X 
1              5         190,0               X  
 
 
 
 
Contraste                                  Diferencias          +/-  Límites
--------------------------------------------------------------------------------
1 - 2                                     *55,4                 12,833            
1 - 3                                     *56,0                 12,833            
1 - 4                                     *55,0                 12,833            
1 - 5                                     *92,4                 12,833            
2 - 3                                      0,6                  12,833            
2 - 4                                      -0,4                 12,833            
2 - 5                                     *37,0                 12,833            
3 - 4                                      -1,0                 12,833            
3 - 5                                     *36,4                 12,833            
4 - 5                                     *37,4                 12,833            
--------------------------------------------------------------------------------
 
 
 
Veiem que les diferències es donen entre la condició experimental 1 contra totes i la 5 
també contra totes. És a dir, hi ha molta més producció si utilitzem Amanita muscaria 
com a micoriza, i molta menys si no s’utilitza cap fong. 
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Conclusions: les plantacions de Pyrus amb Amanita muscaria com a fong micorízic 
dóna la màxima producció (d’entre els fongs aquí estudiats).  
  
Hi ha, però, un petit problema, i és que en les poblacions més properes a aquestes 
plantacions, on s’ha venut la fruita, s’ha incrementat significativament el nombre 
d’ingressos a l’hospital per intoxicació de muscarina, un producte que fabrica el fong 
A. muscaria. Probablement per aquest mateix motiu, les plantacions de Pyrus amb 
A. muscaria presentaven un valor de producció més alt, ja que els insectes i paràsits que 
s’alimenten de les pomes o peres probablement morien pel pas de la muscarina a 
l’arbre. El que sí que queda clar és que un arbre fruiter produeix significativament més 
si presenta micoriza. 
 Problema 
 
Ens proposen un estudi sobre la importància de la figura de protecció de 
llops. Per això fem un estudi comparatiu entre llops de Portugal (on 
estan sota protecció legal) i llops d’Espanya (on no hi ha aquesta llei), 
utilitzant com a variable d’estudi la longitud del pèl (com a possible 
indicador de la dieta, ja que tant la longitud com la grossor són 
indicadors de «dieta saludable»). Per recollir les mostres es trien a 
l’atzar tres zones de Portugal i tres d’Espanya (concretament de Castella 
i Lleó), sabent que no hi ha cap mena d’intercanvi entre les poblacions 
de Portugal i Espanya, és a dir, que estan totalment aïllades. 
Suposeu normalitat i homogeneïtat de variàncies. 
Les dades obtingudes en mil·límetres, són: 
 
 Portugal Espanya 
Zona 1 31 – 33 – 33 – 36  Zona 1 25 – 24,5 – 27,5 – 27 
Zona 2 41 – 29 – 35 – 34  Zona 2 24 – 25 – 23 – 23 
Zona 3 37 – 36 – 33 – 35  Zona 3 22 – 25 – 26 – 23  
 
 
 
Es tracta d’un disseny de dos factors jerarquitzats amb quatre rèpliques, per cada 
condició experimental. 
 
• Factor país (αi): fix i amb dos nivells (E i P). 
• Factor zona (Bj): aleatori, amb tres nivells (1, 2 i 3) i jerarquitzat a factor 
país, perquè les tres zones de cada país són diferents. 
 
 
El model matemàtic del problema seria: 
 
   ijkijiijk eBy +++= )(αµ        on Bj ∼ N (0,σB)  i   ijke  són variables aleatòries 
independents N (0,σr) i amb homogeneïtat de variàncies. 
 
 
Les hipòtesis per provar són: 
hi ha diferències entre els països 
H0: PE αα =            
H1: PE αα ≠   
 hi ha diferències entre les zones (en aquest cas es comparen les variàncies perquè és un 
factor aleatori). 
H0: 2 )( ABσ  =  0          
H1: 2 )( ABσ  ≠  0           
 
Usarem la taula ANOVA de dos factors encreuats, amb interacció i després buscarem la 
taula del nostre disseny jerarquitzat. 
 
 
Análisis de la Varianza paramm pelatge - Sumas de Cuadrados de Tipo III
--------------------------------------------------------------------------------
Fuente             Suma de cuadrados     GL Cuadrado Medio Cociente-F    P-Valor
--------------------------------------------------------------------------------
EFECTOS PRINCIPALES
 A:Pais                      580,167      1        580,167      92,01     0,0000
 B:Zona                         0,75      2          0,375       0,06     0,9424
INTERACCIONES
 AB                          20,0833      2        10,0417       1,59     0,2308
RESIDUOS                       113,5     18        6,30556
--------------------------------------------------------------------------------
TOTAL (CORREGIDO)              714,5     23
--------------------------------------------------------------------------------
Los cocientes F están basados en el error cuadrático medio residual.
 
 
 
Per modificar la taula cal sumar SQ i els graus de llibertat del factor B (zona) i de la 
interacció AB, ja que el factor zona està jerarquitzat al factor país.  
 
Variabilitat SQ GL MQ F 
A: país 580,167 1 580,167 FA 
B(A): zona 20,8333 4 5,20833   FB(A) 
Residus 113,5 18 6,30556 — 
Total 714,5 23 — — 
 
Els estadístics F  han canviat, cal fer la taula següent,  
 
 fix aleatori aleatori 
 i   (2) 
j    
(3) 
k    
(4) 
αi 0 3 4 
Bj ( i ) 0 1 4 
 eijk 1 1 1 
 
i buscar els quadrats mitjans teòrics, 
 
→ 124 2 )(2 ++ ABr σσ
n
i 1=Σ (αi ) 
 
→ 2 )(2 4 ABr σσ +  
 
→ 2rσ  
 
Ara ja podem determinar els valors dels estadístics F dels factors. 
 
FA= SQ A / SQ B(A) = 111,39; el valor de taula és F1;4 ≈ 7,71 
 
FB(A) = SQ B(A) / SQ r = 0,82; el valor de taula és  F4;18 ≈ 5,83 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                 
 
 
 
 
Com que FA està a la cua de la distribució, rebutgem H0. Hi ha diferències per a la 
longitud del pèl dels llops, entre Espanya i Portugal. 
 
Com que FB(A) no està a la cua, rebutgem H1. No hi ha diferències significatives entre 
les zones. 
 
Calcularem els components de la variància total del disseny, i el % corresponent 
 
                                                  22 )(
22
rABAT σσσσ ++=  
Tenim 
 
580,167 = SQ A = 124 2 )(
2 ++ ABr σσ
n
i 1=Σ (αi)  
 
5,20833 = SQ B(A) = 2 )(
2 4 ABr σσ +  
 
6,30556 = SQ r = 2rσ   
7,71 5,83 
FA= 11,39 FB(A)= 0,82 
  
per tant, 
 
2
rσ  = 6,30556;  2 )( ABσ  = –0,27542;  2Aσ  = 47,9135;  2Tσ  = 54,21906 
 
2
rσ  ⇒ 11,62 %                  2 )( ABσ  ⇒ 0,0 %                  2Aσ  ⇒ 88,38 % 
 
Els % corroboren els resultats de la taula ANOVA: el factor que més variabilitat aporta 
al disseny és el país, seguit dels residus o possibles errors i, finalment, el factor zona 
amb variabilitat inferior al 2 %. Com que la variabilitat del factor B(A) surt negativa, 
indica que no aporta res de variabilitat. 
 Problema 
 
S’ha fet un estudi per tal d’estimar les diferències en la densitat d’una 
espècie de gavina (Larus audouinii) que cria en dues illes. Per això s’han 
fet censos de les parelles que es troben en tres de les colònies de cria 
de cada illa. A causa de l’abundància de parelles, tots els censos els han 
fet els tres investigadors que treballen en el projecte. A més cada 
investigador ha fet el cens dues vegades. Els resultats corresponen a 
nombre de parelles/100 m2 i són els següents: 
 
  Colònia 1 Colònia 2 Colònia 3 Colònia 1 Colònia 2 Colònia 3 
  Inv. 1 48 22 14 —  —   — 
    53 24 14 — —   — 
Illa 1 Inv. 2 46 25 11 —  —   — 
    60 25 14 —  —   — 
  Inv. 3 52 24 13 —  —   — 
    57 23 13 —  —   — 
  Inv. 1 —  —  —  67 99 77 
    —  —  —  73 98 74 
Illa 2 Inv. 2 —  —  —  70 89 69 
    —  —  —  67 94 68 
  Inv. 3 —  —  —  69 102 70 
    —  —  —  74 103 70 
Suposant normalitat i homogeneïtat de variàncies, feu la parametrització  
i resoleu el disseny. Busqueu els components de la variància. 
 
 
Objectiu  
 
Veure si hi ha diferències en la densitat de gavines de les diferents poblacions. 
 
Variable observable  
 
Densitat de gavines. 
 
Factors: hi ha tres factors. 
 
A: factor illa, fix amb dos nivells 
B: factor investigador, fix amb tres nivells, encreuat amb illa i colònia 
C: factor colònia, aleatori amb tres nivells i jerarquitzat a illa 
Hi ha dues rèpliques per condició experimental. 
 
 Model matemàtic 
 
ijklijkijikjiijkl eCCy ++++++= )()( )()( βαββαµ , 
on C segueix una normal de variància 2 )( ACσ , Cβ  segueix una normal de variància 2 )( ABCσ , i els 
residus són variables aleatòries independents de mitjana 0 i variància 2rσ . 
  
Taula ANOVA: primer busquem la corresponent a tres factors encreuats i fixos, i 
després ja la modificarem. 
 
Font                                   SQ            GL             
--------------------------------------------------- 
A: illa                                  22250,7     1 
B: investigador                   47,1667      2         
C: colònia                           2815,17      2         
INTERACCIONS 
 AB                                     64,3889      2         
 AC                                     5081,06      2         
 BC                                     54,6667      4         
 ABC                                  44,1111      4         
 
RESIDUS                              183,5     18         
TOTAL                              30540,8     35 
 
 
Modifiquem la taula: cal sumar SQ i els graus de llibertat de C amb els de la interacció 
AC i els de la interacció BC amb els de la interacció ABC. 
 
Font                                   SQ                                        GL                        MQ    
---------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
A: illa                                  22250,7                                 1                         22250,7 
B: investigador                   47,1667                                 2                         23,5833 
C: colònia                           2815,17 + 5081,06            2 + 2                     1974,09 
INTERACCIONS 
 AB                                     64,3889                                2                          32,1944         
BC                                      54,6667  + 44,1111             4 +  4                   12,347 
RESIDUS                              183,5                                  18                      10,1944 
TOTAL                              30540,8                                  35 
 
 
Deduïm l’estadístic F  
 
 2 3 3 2 
 fix fix aleatori aleatori 
 i j k l 
iα  0 3 3 2 
jβ  2 0 3 2 
)(ikC  0 3 1 2 
 ij)(αβ  0 0 3 2 
)()( ijkCβ  0 0 1 2 
ijke  1 1 1 1 
Sumes de quadrats mitjans teòrics: 
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Valors dels estadístics F i dels valors de F de taula 
 
Factors F experimental F taula 
A == )( ACAA MQMQF 22,42 7,71 
B == rB MQMQF B 2,31 3,55 
C(A) == rACAC MQMQF )(( 193,73 2,93 
AB == )( ABCABAB MQMQF 2,35 4,46 
BC(A) == rABCABC MQMQF )()( 1,21 2,51 
 
 
Per tant: 
 
Hi ha diferències significatives entre illes. 
No hi ha diferències significatives entre investigadors. 
Hi ha diferències significatives entre colònies. 
No hi ha interaccions significatives entre illa i investigadors. 
No hi ha interaccions significatives entre investigadors i colònies. 
 
 
Càlcul dels components de la variància: 
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Per tant, 
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Aleshores, el percentatge explicat per cada un d’aquests components de la variància ve 
donat per: 
 
 
%3%
%33,0%
%67,96%
2
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 Problema 
 
Un experimentador està interessat a avaluar la resposta a la motivació 
segons els errors detectats en una determinada assignatura. Es 
defineixen quatre nivells de motivació distints segons la complexitat de 
la matèria i les restriccions de temps. Es trien vuit individus a l’atzar i 
cada un és sotmès als quatre mètodes de motivació en un ordre aleatori 
independent. A més es deixa passar un temps de «neteja» entre els 
diferents tractaments. La taula mostra els errors totals obtinguts en un 
període de 20 minuts sota cada mètode de motivació: 
 
Suposem normalitat dels residus i homogeneïtat de variàncies. 
Escriviu el model per a la situació descrita. 
Estudieu si podem trobar diferències significatives entre els diferents 
mètodes de motivació. 
 
Nota: dades obtingudes de B. J. WINER, Statistical Principles in 
Experimental Design. McGraw-Hill, 1971. 
 
 
 
 
 
Objectiu  
Avaluar la resposta a la motivació segons els errors obtinguts en una assignatura 
determinada. 
MÈTODES DE MOTIVACIÓ INDIVIDU 
1 2 3 4 
1 24 20 18 30 
2 26 28 14 30 
3 26 25 16 32 
4 30 28 16 34 
5 14 18 10 22 
6 27 24 17 31 
7 26 25 15 33 
8 25 26 13 30 
 Variable observable  
 
Errors obtinguts. 
 
Factors  
 
N’hi ha dos:  
factor motivació, fix amb quatre nivells 
factor individu, aleatori amb vuit nivells 
Són encreuats.  
Hi ha una rèplica per condició experimental, per tant no podem estudiar la interacció. 
És un disseny de mesures repetides. 
 
Model matemàtic 
Pes = mitjana general + efecte motivació + efecte individu + residus 
 
ijiij eBjy +++= αµ    
 
B és una variable aleatòria N(0,σB). Els errors són variables aleatòries independents 
N(0,σ) i homogeneïtat de variàncies. 
 
Hipòtesis per provar  
 
Només provarem la dels mètodes de motivació, ja que és l’única que interessa. 
H0: α1 = α2 = α3 = α4 = 0 (no hi ha diferències significatives entre els diferents mètodes 
de motivació). 
 
Taula ANOVA per a mesures repetides:  
 
Variabilidad SQ GL MQ Estadístic F 
Entre individus 1108,75 7   
Dintre d’individus 17950,95 24   
(tractaments) 274,82 3 91,61 
Residus 17676,13 21 841,72 
0,1088 
Total 19059,7 31   
 
 
A continuació es detallen els càlculs de la taula anterior: 
n = 8 
a = 4 
 
..yy ==µ  
53125,23
32
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Tractament (mètode de motivació) (yi.): 
y1.= mitjana dels 8 valors del mètode 1 = 24,75 
 y2.= mitjana dels 8 valors del mètode 2 = 24,25 
y3.= mitjana dels 8 valors del mètode 3 = 14,875 
y4.= mitjana dels 8 valors del mètode 4 = 30,25 
 
Individus (y.j): 
y.1 = mitjana dels 4 valors (dels 4 mètodes distints) del primer individu = 23 
y.2 = mitjana dels 4 valors (dels 4 mètodes distints) del segon individu = 24,5 
y.3 = mitjana dels 4 valors (dels 4 mètodes distints) del tercer individu = 24,75 
y.4 = mitjana dels 4 valors (dels 4 mètodes distints) del quart individu = 27 
y.5 = mitjana dels 4 valors (dels 4 mètodes distints) del cinquè individu = 16 
y.6 = mitjana dels 4 valors (dels 4 mètodes distints) del sisè individu = 24,75 
y.7 = mitjana dels 4 valors (dels 4 mètodes distints) del setè individu = 24,75 
y.8 = mitjana dels 4 valors (dels 4 mètodes distints) del vuitè individu = 23,5 
 
 
Suma de quadrats:  
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  = 1126,05 – 17,30 
  = 1108,75 
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    = 19077 – 1126,05 
    = 17950,95 
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        = 292,12 – 17,30 
             = 274,82 
 
 
Residus = SQd – SQtractament 
      = 17950,95 – 274,82 
      = 17676,13 
Total 
an
yy
n
j
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a
i
2
..
1
2
1
−= ∑∑
==
 
     = 19077 – 17,30 
     = 19059,7 
 
 
Graus de llibertat: 
 
Entre individus: n – 1 = 8 – 1 = 7 
Dintre d’individus: n(a – 1) = 8(4 – 1) = 24 
Tractaments: a – 1 = 4 – 1 = 3 
Residus: (a – 1)(n – 1) = 3*7 = 21 
 Total: an – 1 = 32 – 1 = 31 
 
Suma de quadrats mitjans: 
 
 
1−= a
SQ
MQ stractamentstractament = 92,27 
)1)(1( −−= na
SQMQ residusresidus = 841,63 
 
Estadístic F: 
 
F = 
residus
tractament
MQ
MQ
= 0,1096 
 
 
 
Criteri de decisió per tractament (motivació): 
 
 
 
 
Segons la taula F, el valor crític de la distribució F, amb nivell de significació del 0,05 i 
(m, n) graus de llibertat (3 i 21 respectivament) és de 3,07. Com que l’estadístic F 
obtingut és de 0,1088, es rebutja la hipòtesi alternativa, per tant no hi ha diferències 
significatives entre els distints mètodes de motivació aplicats. Això significa que els 
diferents mètodes utilitzats per motivar els alumnes no varien significativament entre 
ells.  
F3,21 
α = 0,05 
α = 0,05 
 Rebuig 
 Problema 
 
 
Un agricultor ha encarregat a la nostra empresa, Statistics for Live, un 
estudi sobre el seu cultiu de pastanagues (Daucus carota). El que vol 
saber és l’efecte que tenen quatre fertilitzants diferents, i quatre graus 
d’humitat diferents en la producció del cultiu, a més a més de veure 
quina de les quatre varietats de Daucus carota que conrea és la més 
eficient. Un cop estudiats aquests tres factors, podrà saber quina és la 
condició de màxima producció, per tal de poder rendibilitzar al màxim 
el conreu. L’estudi s’ha plantejat com un problema de quadrats llatins, 
per reduir així el nombre de condicions experimentals, per tal que sigui 
més manejable, i perquè la finca de l’agricultor té una mida limitada.  
S’han preparat quatre hivernacles, cada un d’ells amb un grau d’humitat 
diferent, i dividits en quatre parcel·les, on hi ha una varietat de 
pastanaga i un determinat fertilitzant. Ens acaben quedant 16 
parcel·les, cada una amb una condició experimental diferent a la resta, 
per tant, no hi ha rèpliques, i no podrem considerar les interaccions. 
El disseny ens quedaria de la manera següent, amb els valors de 
producció de cada cel·la ja posats: 
 Fertilitzant 1 Fertilitzant 2 Fertilitzant 3 Fertilitzant 4 
Hivernacle 1  
Humitat 20 % 
A 
(151) 
B 
(139) 
C 
(145) 
D 
(188) 
Hivernacle 2 
Humitat 40 % 
D 
(210) 
A 
(169) 
B 
(139) 
C 
(170) 
Hivernacle 3 
Humitat 60 % 
C 
(188) 
D 
(221) 
A 
(175) 
B 
(169) 
Hivernacle 4 
Humitat 80 % 
B 
(120) 
C 
(117) 
D 
(190) 
A 
(172) 
 
Les varietats de Daucus carota són: A: Daucus carota glabra, B: Daucus 
carota carota; C: Daucus carota parietina; D: Daucus carota crinus. 
Un cop obtingudes les dades, feu l’anàlisi suposant normalitat i 
homogeneïtat de variàncies. 
 
 
 
 Objectiu  
 
Veure si hi ha diferències entre els nivells dels diferents factors estudiats. 
 
Variable observable 
 
Y: producció de la parcel·la, en kg. 
 
És un disseny de tres factors fixos i encreuats entre ells, fet amb quadrats llatins, per tal 
de reduir el nombre de condicions experimentals. 
 
Model matemàtic  
Producció (kg) = mitjana general + efecte humitat + efecte fertilitzant + efecte  
varietat + residus 
 
ijkkjiijk ey ++++= γβαµ  
 
 Els residus segueixen una distribució normal de mitjana 0 i homogeneïtat de variàncies. 
 
 
Hipòtesis per provar 
 
Tenim tres hipòtesis per provar: 
 
Factor humitat: H0: 04321 ==== αααα   
                                       H1: alguna igualtat és falsa 
 
Factor fertilitzant:  H0: 04321 ==== ββββ  
 H1: alguna igualtat és falsa 
 
Factor varietat: H0: 04321 ==== γγγγ  
 H1= alguna igualtat és falsa 
 
Per resoldre el disseny, fem la taula ANOVA factorial per a aquests tres factors: 
 
 
Font                                 SQ        GL           MQ             F     P-valor 
-------------------------------------------------------------------------------- 
A: fertilitzant               550,75      3        183,583       0,95      0,4738 
B: humitat                  3512,75      3        1170,92       6,06      0,0301 
C: varietat                  8101,25      3        2700,42      13,98     0,0041 
 
RESIDUS                      1159,0      6        193,167 
-------------------------------------------------------------------------------- 
TOTAL                        13323,8     15 
 
Per resoldre la prova d’hipòtesis, ens fixem en els p-valors obtinguts, i en les gràfiques 
de les mitjanes, que ens confirmen el resultat, però ens permeten apreciar-ho de manera 
visual. 
  
P-valor fertilitzant = 0,4738 > 0,05. Conclusió: rebutgem H1. 
Amb un nivell de significació del 0,05, diem que no hi ha diferències significatives 
entre els diferents tractaments. 
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P-valor humitat = 0,0301 < 0,05. Conclusió: rebutgem H0. 
Amb un nivell de significació del 0,05, diem que hi ha diferències significatives entre 
els diferents graus d’humitat dels hivernacles.  
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P-valor varietat = 0,0041 < 0,05. Conclusió: rebutgem H0. 
Amb un nivell de significació del 0,05, diem que hi ha diferències significatives entre 
les diferents varietats de Daucus carota. 
 
 Medias y 95,0 Porcentajes Intervalos LSD
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Ara cal veure on es troben aquestes diferències que hem detectat, veure entre quins 
nivells. Per això utilitzem el mètode de comparacions múltiples. 
 
Varietat  
 
Contrast múltiple de rangs LSD 
-------------------------------------------------------------------------------- 
Contrast                          Diferències          +/– Límits 
-------------------------------------------------------------------------------- 
A-B                                     22,75                 24,0475            
A-C                                       9,5                   24,0475            
A-D                                   *–37,75               24,0475            
B-C                                    –13,25                24,0475            
B-D                                   *–60,5                 24,0475            
C-D                                   *–47,25               24,0475            
-------------------------------------------------------------------------------- 
* Indica una diferència significativa. 
 
 
Tal com ens mostrava la gràfica de mitjanes, veiem com tenim diferències entre la 
varietat Daucus carota crinus (D) i la resta. 
 
Segons la taula de mitjanes, aquesta és la varietat que té una major producció 
significativament superior a la producció de la resta de varietats. 
 
Grau d’humitat 
 
Contrast múltiple de rangs LSD 
-------------------------------------------------------------------------------- 
Contrast                                Diferències          +/– Límits 
-------------------------------------------------------------------------------- 
 1-2                                    –14,0                 24,0475            
1-3                                   *–32,5                24,0475            
1-4                                      6,0                   24,0475            
2-3                                    –18,5                 24,0475            
2-4                                    20,0                   24,0475            
3-4                                   *38,5                  24,0475            
-------------------------------------------------------------------------------- 
* Indica una diferència significativa. 
 
En aquest cas, veiem com hi ha diferències significatives entre el 20 % i el 60 % 
d’humitat (1-3), i també entre el 60 % i el 80 % d’humitat (3-4).  
Ja ho veiem també en la gràfica de mitjanes. 
 
La taula de mitjanes ens indica que la màxima producció s’obté a graus d’humitat del 
40-60 %. 
 
Taula de mitjanes 
 
 
                                                    Error         Límit        Límit 
 Nivell        Freq.  Mitjana         estàndard    inferior    superior 
 
Total           16      165,875 
Fertilitzant 
1                   4       167,25       6,94922      150,246      184,254       
2                   4       159,25       6,94922      142,246      176,254       
3                   4       162,25       6,94922      145,246      179,254       
4                   4       174,75       6,94922      157,746      191,754       
Humitat 
1                   4       155,75       6,94922      138,746      172,754       
2                   4       169,75       6,94922      152,746      186,754       
3                   4       188,25       6,94922      171,246      205,254       
4                   4       149,75       6,94922      132,746      166,754       
Varietat 
A                   4       164,5        6,94922      147,496      181,504       
B                   4       141,75       6,94922      124,746      158,754       
C                   4       155,0        6,94922      137,996      172,004       
D                   4       202,25       6,94922      185,246      219,254       
-------------------------------------------------------------------------------- 
 
 
 
Així doncs, a l’agricultor, perquè obtingui el màxim rendiment del seu conreu, se li 
recomana utilitzar la varietat Daucus carota crinus, i mantenir-la en condicions 
d’humitat mitjana, al voltant del 50 %. Curiosament, cap dels quatre fertilitzants que 
utilitzava l’agricultor afectava de manera significativa la producció del conreu. 
 
 Problema 
 
Es vol estudiar quin és el factor principal que provoca l’encariment del 
preu (euros) dels pisos. Els factors considerats són els següents:   
Calefacció: sí (+), no (-)  
Està moblat:  sí (+), no (-)  
Habitacions:  3 o més (+), menys de 3 (-) 
Antiguitat: < 10 anys (+), > 10 anys (-) 
Orientació: sud (+), altres (-) 
Per a aquesta situació experimental i de forma prospectiva, volem fer 
8 experiments per determinar quines són les causes que més influeixen 
en la variable resposta. 
Calefacció Moblat Habitacions Antiguitat Orientació Preu 
-1 -1 -1 1 1 204344 
1 -1 -1 -1 -1 156263 
-1 1 -1 -1 1 168283 
1 1 -1 1 -1 228384 
-1 -1 1 1 -1 216364 
1 -1 1 -1 1 180303 
-1 1 1 -1 -1 192323 
1 1 1 1 1 240404 
Definiu i resoleu el disseny. Redefiniu el disseny que resulta després de 
la primera anàlisi —si escau. Identifiqueu els factors significatius i 
l’ordre d’importància. Determineu els nivells dels factors que donen el 
preu més car. Determineu la probabilitat que el preu sigui inferior a  
238.000 euros sota la condició en què el preu és màxim. 
 
 
Objectiu  
Veure quins efectes tenen els diferents factors sobre el preu dels pisos. 
 
Variable observable  
Preu (euros) pis 
 
És un disseny 2k, on k = 5, per tant calen 25 = 32 condicions experimentals diferents; per 
acabar tenint vuit experiments caldrà fer ¼ fracció. 
 
Els generadors utilitzats són: D = AB  i  E = AC. 
 El disseny té resolució III; per tant, el nombre màxim d’interaccions que podrem 
estudiar és: 3-1 = 2.  
El disseny ve donat per: 
Preu = mitjana general + efecte calefacció + efecte moblat + efecte habitacions + efecte 
antiguitat + efecte orientació + efecte interaccions d’ordre 2 + residus. 
Els efectes estimats són: 
 
     mitjana           = 198.334,0 
     A: calefacció + BD + CE = 6010,0 
     B: moblat + AD       = 18030,0 
     C: habitacions + AE   = 18030,0 
     D: antiguitat + AB    = 48081,0  
     E: orientació + AC    = 0,0  
     BC + DE              = 0,0      
     BE + CD              = –6010,0  
 
Busquem l’estimació de la variància dels efectes pel mètode MEDA: { }1 , 2 , 3 ... 7
0.675
efectes
mediana e e e eσ =  
el valor de la mediana del efectes 
0, 0, 6010, 6010, 18030, 18030, 48081  
és 6010 i per tant,         
σefectes=  6010 / 0,675 = 8903,703.     
 
Criteri de decisió al 95 %: si estem dintre de l’interval (–2 σefectes; 2 σefectes) aleshores el 
factor no és significatiu. Com que l’interval és 
            ( – 2 * 8903,703; 2 * 8903,703 ) = ( –17807,41; 17807,41) 
tenim, 
Calefacció →  (6010). Com que sí que està dins l’interval, no és un factor significatiu. 
Moblat →  (18030). Com que no està dins l’interval, sí que és un factor significatiu. 
Habitacions → (18030). Com que no està dins l’interval, sí que és un factor significatiu. 
Antiguitat → (48081). Com que no que està dins l’interval, sí que és un factor 
significatiu. 
Orientació → (6010). Com que sí que està dins l’interval, no és un factor significatiu. 
La interacció BC + DE → (0). Com que sí que està dins l’interval, no és un factor 
significatiu. 
La interacció BE + CD → (–6010). Com que sí que està dins l’interval, no és un factor 
significatiu. 
 
Per tant, a l’hora de definir el disseny només tindrem en compte tres factors: moblat, 
habitació i antiguitat. Les interaccions que es podrien confondre amb aquests factors no 
les tenim en compte ja que estan formades per factors que són no significatius. El 
disseny queda, doncs, 
 
preu = µ + efecte moblat + efecte habitació + efecte antiguitat + residus 
 
        Yijk = µ + αi + βj + γk + eijk 
  
Busquem ara la taula ANOVA associada per tal de reconfirmar el model, 
 
 
Font                                SQ               GL           MQ             F-ràtio    P-valor 
------------------------------------------------------------------------------------------------ 
B: moblat                  6,50162E8         1      6,50162·108      18,00     0,0132 
C: habitacions           6,50162E8         1      6,50162·108      18,00     0,0132 
D: antiguitat              4,62357E9         1      4,62357·109    128,01     0,0003 
Error total                  1,4448E8          4      3,61201·107 
------------------------------------------------------------------------------------------------ 
Total (corr.)               6,06837E9        7 
 
Com que per a tots els factors p-valor < 0,05, els factors B, C i D són significatius. 
 
   
El gràfic de Pareto ens indica visualment quin factor té més pes a l’hora d’encarir el 
preu dels pisos. Observem que la barra més llarga correspon al factor antiguitat. Per 
tant, és el que té més pes. Observem que els altres 2 factors, moblat i habitacions tenen 
exactament la mateixa importància a l’hora d’influenciar en el preu. 
 
a) Si observem les dades veiem que el preu màxim està definit pels nivells dels factors 
següents: pis moblat, amb més de tres habitacions i amb menys de deu anys d’antiguitat. 
Amb aquestes característiques obtindrem un pis car. 
 
b) Probabilitat que el preu sigui inferior a 238.000 euros sota la condició en la qual el 
preu és màxim: 
  
         Y+++ = µ + α+ + β+ + γ+ + N (0, σ). 
 
Fent servir l’estimació dels paràmetres 
 
       Y+++   = y… + ( y+.. – y…) + ( y.+ . – y…) + ( y .. + – y…) + N (0, rSQ ) 
                 =  y+.. + y.+ . – y… +  y .. + – y… + N (0, rSQ ). 
 
Calculem aquests valors 
 
Gráfico de Pareto estandarizado para preu
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 y+..= (168.283 + 228.384 + 192.323 + 240.404)/4 = 207.348,5 
y.+ .= (216.360 + 180.303 + 192.323 + 240.404)/4 = 207.348,5 
y .. + = (204.344 + 228.384 + 216.364 + 240.404)/4 = 222.374 
y… = 198.384 
 
Tenim 
Y+++  = 207.348,5 + 207.348,5 – 198.384 + 222.374 – 198.384 + N (0,  ·1061201,3 7 )  
         = 240.303 + N (0, 6010 ) = N (240.303, 6010). 
 
Demanen la probabilitat següent: 
 
P (N (240.303, 6010) < 238.000 ) = P (N (0, 1 ) < (238.000 – 240.303) / 6010) = –0,38 
                     
P (N (0, 1) < –0,38 ) = 1 – P (N (0, 1 ) < 0,38 ) =  1 – 0,64 = 0,36. 
                     
                                                                                      Taules                                                          
 
La probabilitat que el preu del pis sigui inferior a 238.000 euros sota la condició de preu  
màxim és del 36 %. 
 Problema 
 
Es vol determinar quin és el millor rendiment en el creixement d’una 
soca de llevats sota diferents condicions de cultiu, i fer una estimació 
d’aquest valor òptim. Els factors que es modifiquen són: 
 A: K: presència o absència d’un suplement de potassi 
B: Agit: agitació o no del medi de cultiu 
C: Na: presència o absència d’un suplement de sodi 
D: T: temperatura de 35 o de 15 ºC 
E: CO2: presència o absència d’un bombolleig de CO2 al medi 
F: O2: presència o absència d’un bombolleig de O2 al medi 
G: AntiB: presència o absència d’un inhibidor de la mitosi de                             
varietats competidores (que malgrat que incrementa la puresa de la 
producció afecta negativament la producció de la varietat que ens 
interessa).  
La presència es comptabilitza com 1; i l’absència com -1 a tots els 
factors. El creixement es mesura a partir del pes sec del llevat total que 
es troba a la columna de producció experimental, un cop han estat 
separades les fraccions de producció pròpia i contaminació per varietats 
competidores, de manera que es té el pes de la mostra pura. Les unitats 
són relatives, estandarditzades a partir de considerar 100 la producció 
d’un cultiu sense addició de cap factor. 
Els resultats obtinguts en un estudi inicial són els següents. 
K Agi Na T CO2 O2 AntiB Creixement 
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 100
1 -1 -1 -1 1 -1 1 72
-1 1 -1 -1 1 1 -1 118
1 1 -1 -1 -1 1 1 107
-1 -1 1 -1 1 1 1 100
1 -1 1 -1 -1 1 -1 107
-1 1 1 -1 -1 -1 1 100
1 1 1 -1 1 -1 -1 85
-1 -1 -1 1 -1 1 1 125
1 -1 -1 1 1 1 -1 140
-1 1 -1 1 1 -1 1 95
 1 1 -1 1 -1 -1 -1 132
-1 -1 1 1 1 -1 -1 103
1 -1 1 1 -1 -1 1 122
-1 1 1 1 -1 1 -1 135
1 1 1 1 1 1 1 132
 
Resoleu el disseny. Quin és l’ordre d’importància dels factors 
significatius? Determineu un interval de confiança al 95 % per la condició 
òptima de creixement. 
 
 
 
Es dissenya un experiment tipus 2k, però com que 27 representaria la realització de 128 
condicions experimentals es vol rebaixar aquest nombre i se’n fa una reducció a 1/8. Es 
tracta d’1/8 de fracció, 27–3 de manera que queden 24 = 16 condicions experimentals. Els 
generadors utilitzats són  E = +ABC, F = +BCD, G = +ACD, i la resolució és IV, per 
tant es poden estudiar les interaccions fins a les d’ordre 3. 
 
Estimació dels factors 
---------------------------------------------------------------------- 
Mitjana                     = 110,813 
A: potassi + BCE + BFG + CDG + DEF   = 2,625   
B: humitat + ACE + AFG + CDF + DEG = 4,375   
C: sodi + ABE + ADG + BDF + EFG = –0,625  
D: T + ACG + AEF + BCF + BEG = 24,375  
E: CO2 + ABC + ADF + BDG + CFG = –10,375 
F: O2 + ABG + ADE + BCD + CEG    = 19,375  
G: AntiB + ABF + ACD + BDE + CEF  = –8,375  
AB + CE + FG                     = –0,625  
AC + BE + DG                     = –0,625  
AD + CG + EF                     = 14,375  
AE + BC + DF                     = 0,625   
AF + BG + DE                     = –0,625  
AG + BF + CD                     = 0,625   
BD + CF + EG                     = –3,375  
ABD + ACF + AEG + BCG + BEF + CDE + DFG  = 0,625   
 
A partir d’aquestes estimacions, mitjançant el mètode MEDA, obtenim una estimació de 
la desviació estàndard dels efectes: 
 
 
{ }1 , 2 , 3 ... 7
0.675
efectes
mediana e e e eσ =  
 
la mediana dels valors dels efectes 
  
0,625; 0,625; 0,625; 0,625; 0,625; 0,625; 0,625; 2,625; 3,375; 4,375; 8,375; 10,375; 14,375; 19,375; 24,375
 
és 2,625; per tant, σefectes =  2,625/0,675 = 3,889. 
Criteri de decisió: si els efectes estimats es troben dintre de l’interval  
(–2 σefectes, 2 σefectes)  llavors no són significatius i els eliminarem. 
Interval = (–7,778; 7,778) 
 
Llavors ens queden els factors significatius següents:  
D: T      
E: CO2     
F: O2      
G: AntiB   
 
La taula ANOVA ens confirma la validesa dels factors que hem considerat significatius, 
perquè els seus p-valors són molt inferiors al nivell de significació de 0,005. 
 
 
Font SQ GL MQ F-ràtio p-valor 
D: T 2376,56 1 2376,56 147,96 0,0000 
E: CO2 430,563 1 430,563 26,81 0,0004 
F: O2 1501,56 1 1501,56 93,48 0,0000 
G: AntiB 280,563 1 280,563 17,47 0,0019 
EF 826,563 1 826,563 51,46 0,0000 
Total error 160.625 10 16,0625   
Total (corr.) 5576,44 15    
 
Mirant el gràfic de Pareto ens fem una idea de l’ordre d’importància que tenen aquests 
factors significatius sobre el creixement net del llevat. S’observa que la T de 35 ºC és el 
més determinant, seguit del bombolleig de O2 al medi. 
Standardized Pareto Chart for Crecimieto
Standardized effect
+
-
0 3 6 9 12 15
G:AntiB
E:CO2
EF
F:O2
D:Tª
 
 
 Un cop eliminats els factors i les interaccions sense significació podem precisar el 
nostre model i estimar un interval de confiança al 95 % per la condició òptima de 
creixement. 
 
Creixement = Mitjana general + 
efecte
T +
efecte 
CO2 
+ efecte O2 
+ efecte AntiB + 
Interacci
ó 
CO2xO2 
+ residus
 
yijklm  =  µ  +  αi  + βj + γk + δl + (βγ)jk + eijklm 
 
La condició òptima s’assoleix per T de 35º, presència de CO2 i de O2, amb absència de 
mitosi. Tenim 
 
y+++-m  ≈  µ  +  α+  + β+ + γ+ + δ- + (βγ)++ + e+++-m 
 
i busquem les estimacions dels paràmetres desconeguts, 
y+++-m  ≈ y..... + (y+.... – y.....) + (y.+... – y.....) + (y..+.. – y.....) + (y...-. – y.....) +  
               + (y.++.. – y.+... – y..+.. + y.....) + N(0, rMQ ) 
 
y+++-m  ≈ y+.... + y...-. + y.++.. – 2y..... + N(0, rMQ ) 
 
Els valors d’aquestes mitjanes vénen donades per 
y..... = 110,813 
y+.... = (125 + 140 + 95 + 132 + 103 + 122 + 135 + 132)/8 = 123 
y.+... = 845/8 = 105,625 
y..+.. = 964/8 = 120,5 
y...-. = 920/8 = 115 
y.++.. = 980/8 = 122,5 
Aleshores 
y+++-m  ≈ 123 + 115 + 122,5 – 2*110,813 + N(0, rMQ ) 
y+++-m  ≈ 138,174 + N(0, 0625,16 ) 
 
)0625,16;174,138(Nyòptim ≈  
 
 
L’interval de confiança al 95 % vindrà donat per 
138,174  ±  1,96 *  0625,16  = 138,174 ± 7,86 
 
 (130,314; 146,034) 
 
Així podem dir que amb una possibilitat d’equivocar-nos del 5 %, els valors de 
producció obtinguts seguint les condicions òptimes de cultiu trobades estaran dintre 
d’aquest interval. 
 Problema 
 
Estem fent un estudi poblacional a Catalunya en què volem saber per 
què ha canviat l’edat reproductora de les dones al llarg dels últims anys, 
és a dir, volem esbrinar els possibles factors que incideixen a l’hora de  
tenir el primer fill o filla. Per fer-ho hem considerat com a variable 
resposta l’edat de les dones en ser mares per primera vegada i com a 
possibles factors responsables els que s’exposen a continuació: 
a) edat de la menarquia: < 12 anys (-); > 12 anys (+) 
b) lloc de residència: nucli rural (-); nucli urbà (+) 
c) realització d’estudis superiors: no (-); sí (+) 
d) treball estable: no (-); sí (+) 
e) disponibilitat de parella estable: no(-); sí (+) 
f) tradició familiar: mares joves (-); mares grans (+) 
Per fer l’estudi estadístic s’ha enquestat un conjunt de dones catalanes, 
amb descendència i menors de 40 anys. Podem considerar normalitat de 
les dades i homogeneïtat de variàncies. Per tal de realitzar l’estudi fem 
l’anàlisi, amb 16 situacions aleatòries. 
Menarquia Residència  Estudis Treball Parella Tradició EDAT R 
– - - - - - 32 
+ - - - + - 28 
 + - - + + 27 
+ + - - - + 31 
- - + - + + 30 
+ - + - - + 35 
- + + - - - 34 
+ + + - + - 31 
- - - + - + 29 
+ - - + + + 26 
- + - + + - 24 
+ + - + - - 30 
- - + + + - 27 
+ - + + - - 30 
- + + + - + 29 
+ + + + + + 27 
Resoleu el disseny. Determineu la importància dels factors i les 
condicions de mínima i màxima edat de reproducció. Determineu per a 
aquestes condicions un interval de confiança al 95 %. 
 
 És un disseny de sis factors, dintre d’un model 2k factorial, per tant de 26= 64 
condicions experimentals diferents. Per reduir aquest nombre triem una fracció d’¼, que 
equival a 16 experiments (24 = 16). Els generadors utilitzats són: ABC i BCD; el disseny 
té resolució IV, per tant estudiarem les interaccions fins a les d’ordre 3. 
 
Tindrem un model matemàtic inicial que correspondria al següent: 
 
Edat reproductora = µ + efecte menarquia + efecte lloc de residència + efecte estudis + 
efecte treball + efecte parella + efecte tradició familiar + interaccions 2 a 2 i 3 a 3 + 
residus 
 
L’objectiu de l’estudi és esbrinar quins d’aquests efectes tenen realment importància en  
aquestes mares a l’hora de decidir quan tenir la seva primera criatura. 
 
Quan analitzem les dades obtenim una primera taula on queden reflectides les 
estimacions dels efectes de cada factor i les de les interaccions, i és la següent: 
 
Mitjana             = 29,375 
A: menarquia + BCE + DEF  = 0,75   
B: lloc de resid. + ACE + CDF = –0,5   
C: estudis + ABE + BDF    = 2,0    
D: treball + AEF + BCF    = –3,25  
E: parella + ABC + ADF    = –3,75  
F: tradició + ADE + BCD   = –0,25  
AB + CE                = 0,5    
AC + BE                = 0,0    
AD + EF                = 0,25   
AE + BC + DF      = 0,25   
AF + DE                = 0,25   
BD + CF                = 0,0    
BF + CD                = –1,0   
ABD + ACF + BEF + CDE      = 0,5    
ABF + ACD + BDE + CEF      = –0,5   
 
 
Aquesta taula ens serveix per trobar quins factors i interaccions tenen més pes en la 
decisió de la variable resposta en la població de dones catalanes, i farem servir el 
mètode MEDA. Primer calcularem la desviació del efectes, { }1 , 2 , 3 ... 7
0.675
efectes
mediana e e e eσ = . 
Ordenem les dades (en valors absoluts) de menor a major per tal d’obtenir la mediana, i 
en aquest cas és: 
 
0  0  0,25  0,25  0,25  0,25  0,5  0,5   0,5  0,5  0,75  1  2  3,25  3,75   
La mediana és 0,5 i 
 Estimació σefectes =  mediana / 0,675 
 Estimació σefectes = 0,5 / 0,675 = 0,74 
 
 Aquest valor ens permet fer un interval de confiança que ens servirà com a criteri de 
decisió: els efectes estimats que pertanyin a l’esmentat interval no influiran 
significativament en l’edat de tenir el primer fill/a; la resta, sí.  
 
L’interval es construeix de la manera següent: (–2 σefectes, 2 σefectes)  =  
 = [ –2 ( 0,74) ; 2( 0,74 ) ] = [ –1,48 ; 1,48 ] 
 
Així doncs, els factors que no pertanyen a l’interval, és a dir, que tenen influència 
significativa en l’edat reproductora són: parella, treball, estudis.  
 
I els que pertanyen a l’interval i, per tant, no tenen una influència significativa són: 
menarquia, lloc de residència, tradició familiar. 
 
A partir d’aquí podem reconstruir el model matemàtic: 
 
Edat reproductora = µ + efecte parella + efecte treball + efecte estudis + residus 
 
Per comprovar i confirmar el nou disseny ens ajudem de l’anàlisi de la variància amb la 
taula ANOVA corresponent:  
 
Font                                       SQ           GL                  MQ                     F           p-valor 
---------------------------------------------------------------------------------------------------------    
C: estudis                                16,0            1                 16,0                17,07           0,0014 
D: treball                               42,25           1                 42,25              45,07           0,0000 
E: parella                               56,25           1                 56,25              60,00           0,0000 
RESIDUS                              11,25          12              0,9375 
--------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
TOTAL (CORREGIT)     125,75        15 
---------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
 
Observem que tots els factors del model tenen associat un p-valor <  0,05, per tant, 
podem acceptar que són significatius. 
 
Ordre d’importància dels factors. Per veure quin és l’ordre d’importància d’aquests tres 
factors, farem servir al gràfic de Pareto, que ens il·lustra el següent: 
 Gráfico de Pareto estandarizado para edat reproductora
Efectos estandarizados
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A partir d’aquest gràfic observem que el factor que més influeix en la decisió de ser 
mare, abans o després, seria la disponibilitat de parella estable seguit, sense gaire 
diferència, d’un treball estable i, finalment, de la realització d’estudis superiors. 
 
Per veure si aquests factors afecten positivament o negativament la resposta de les 
dones catalanes, observarem els casos de resposta més extrems, els de mínima edat i els 
de màxima: 
 
Estudis Treball Parella EDAT R 
– + + 24 
+ – – 35 
 
Així, veiem que la descendència es pot donar abans si la dona disposa de parella i 
treball estable i no ha fet estudis superiors. En canvi, es produeix més tard quan la dona 
no disposa de parella ni de treball estable i quan sí que ha cursat estudis superiors. 
 
Intervals de confiança. La predicció d’aquestes edats mínima i màxima la podem 
incloure dintre d’un interval de confiança al 95 % per veure com varia el rang d’encert. 
I ho fem a partir de la parametrització del model matemàtic: 
 
Edat reproductora = µ + efecte estudis + efecte treball + efecte parella + residus 
 
                                       Yijk = µ + αi + βj + δk + eijk  
 
Cas d’edat mínima (24): 
 
Y-++ =  µ + α- + β+ + δ+ + N(0, σ)  
Busquem l’estimació dels paràmetres,   
       = Y… + ( Y-..  – Y… ) + ( Y.+.  – Y… ) + ( Y.. +  – Y… ) + N( 0, rMQ ) =  
       = Y-..  + Y.+. + Y.. +  - 2 Y… + N(0, rMQ )  
Aleshores, 
Y–..  =  (32 + 28 + 27 + 31 + 29 + 26 + 24 + 30)/8 = 227/8 = 28,375 
Y.+. = 222/8 = 27,75 
 Y.. +  = 220/8 = 27,5 
 
 Y–++ = 28,375 + 27,75 + 7,5 – 2(29,375) + N(0, 9375.0 ) = 
      = 24,875 + N( 0, 9375.0 ) = 
       = N(24,875, 9375.0 ) = N(24,875, 0,9682)  
 
Si volem l’interval amb una probabilitat del 95 % hem de calcular: 
 
 µ ± 1.69 * σ 
   
  24,875 + 1,69 * 0,9682 = 26,77 
  24,875 – 1,69 * 0,9682 = 23,24 
 
Per tant, l’interval de confiança serà: [23,24; 26,77] 
 
Cas d’edat màxima (35): 
 
Y+--=  µ + α+ + β- + δ- + N(0, σ)  
 
Busquem l’estimació dels paràmetres,   
       = Y… + ( Y+..  - Y… ) + ( Y. - .  - Y… ) + ( Y..-  - Y… ) + N( 0, rMQ ) =  
       = Y+ ..  + Y. - . + Y.. -   - 2 Y… + N( 0, rMQ )  
Aleshores 
Y+ ..  = 243/8 = 30,375 
Y. – . = 248/8 = 31 
Y.. – = 250/8 = 31,25 
 
Y+– –   = 30,375 + 31 +31,25  – 2(29,375) + N(0, 9375.0 ) = 
      = 33,875+ N ( 0, 9375.0 ) = 
       = N(33,875, 9375.0 ) = N(33,875, 0,9682)  
 
Si volem l’interval amb una probabilitat del 95 % hem de calcular: 
 
 µ ± 1,69 * σ 
   
  33,875 + 1,69 * 0,9682 = 35,51 
  33,875 – 1,69 * 0,9682 = 32,24 
 
Per tant, l’interval de confiança serà: [32,24; 35,51] 
 
En ambdós casos observem que els intervals tenen un rang força petit i, per tant, 
podríem establir-ne bastant grau de fiabilitat. 
 
